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Resumen

En el presente trabajo, se construye una funcional
completa de Lyapunov-Krasovskii para sistemas con
retardos distribuidos. Se demuestra que esta fun-
cional admite las cotas cuadrdticas estdndares.

1. Introduccion

Actualmente las funcionales de Lyapunov-Krasovskii
de tipo reducido son ampliamente empleadas para
probar la estabilidad de sistemas con retardos, para
tener un panorama amplio de los resultados clasi-
cos y recientes, ver los trabajos de revisién de
(Dugard 1997) y (Kharitonov 1999). Sin embargo és-
tas funcionales estdn limitadas, ya que no emplean
la estructura del sistema que se analiza.

En este sentido, el enfoque de las funcionales de
tipo completo presenta la ventaja de hacer uso de
la estructura del sistema, debido a que emplea en
su construccién la solucion del sistema analizado, si
bien , de manera similar a los métodos usados para
la construccién de funciones de Lyapunov para sis-
temas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Existen algunos resultados previos en cuanto a la
construccién de funcionales de Lyapunov-Krasovskii
completas, como los dados en (Repin 1965), (Datko
1971), (Juang 1989) e (Infante 1978) para sistemas
con un retardo en el estado. Sin embargo, como se
muestra en (Juang 1989) las funcionales completas
propuestas en esos trabajos, solo admiten cotas in-
feriores cibicas, por lo que no es posible aplicar el
Teroema de Lyapunov Krasovskii para el anélisis de
estabilidad. En (Kharitonov 2003), la funcional com-
pleta es para el caso de miiltiples retardos puntuales
y admite una cota cuadrética inferior. En la presente
contribucién se extiende este resultado al caso mas
general de un retardo puntual y un retardo distribui-
do. Asimismo, se prueba la existencia de las cotas
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cuadraticas inferior y superior estdndares.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera, en
la seccién 2, se introducen resultados preliminares,
en la seccién 3 se determina la forma de la funcional
completa, en la seccién 4 se demuestra que la fun-
cional completa admite las cotas cuadriticas superi-
or e inferior y finalmente en la seccién 5 se presentan
algunas conclusiones.

2. Preliminares.

Sea H = méx{r,h}, donde 7 y h son los retardos
distribuido y concentrado del sistema general

(t) = Agx(t) + Ava(t — h) + [°_Q(0)z(t + 0)do
con z(0) = p(#), para b € [—H,O0] "
1

donde z(t) € R™, A, Q(0) € R™*" estd definida para
0 € [-H,0]. Ademsds, Q(0) es tal que cada elemento
de Q(0) es continuo y acotado.

Definicién 1 (Bellman and Cooke 1963) El sistema
(1) es estable exponencialmente si existen o > 0 y
v > 1 tales que para cada solucion x(t,p) del sis-
tema con condiciones iniciales p(.) se satisface la
desigualdad

et o)l <vllelge ™, vt>0. (2
Aqui ||.|| 5 denota
ol = s (Ol
CE[t—H 1]

La solucién de (1) en la forma de Cauchy es de
gran importancia para la construccién de la funcional
completa, por lo que se presenta a continuacion.

Teorema 2 (Bellman and Cooke 1963) Sea la fun-
cion matricial K(t) de dimension n x n tal que sat-
isface la ecuacion

%K(t) = AgK(t)+ AiK(t — h)

0
+ QO+ 7)K(t+0)do,

-7
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con la condicion inicial K(0) = I, y K(t) = 0 para
t < 0. Entonces para t > 0

w(tv(;ﬂ) = K(t)¢(0)
+ 0, K(t—h = O Aip(Q)dC (3)
+ [V Kt~ ¢+ 6)Q(8 + T)p(¢)d¢ds.

Corolario 3 La matriz K(t) también satisface la
ecuacion

LR (t) = K(t)Ag + K(t — h)A, \
+ [0 K(t+0)Q(0 + r)do. (4)

La matriz K (t) se conoce como la matriz fundamen-
tal del sistema (1) y cada columna de esta matriz es
una solucién del sistema (1). Por lo tanto, si el sis-
tema es estable, entonces sigue de (2) que la matriz
K (t) satisface la desigualdad
|K ()| <~ve , para todo t > 0.

Es importante senalar que (4) no implica que los pro-
ductos K (t)Ag, K(t—h)A; y K(t+6)Q(0 + 7) com-
muten individualmente, aunque si conmutan todos
al mismo tiempo.

Lema 4 (Kharitonov 2003) Suponga que el sistema
(1) es estable, entonces para cada matriz W con-
stante de dimension n X n , la matriz

_ / TKTOWEK(E+nd,  (5)

estd bien definida para todo T € R.

La matriz U(7) tiene las propiedades que se demues-
tran a continuacién, que son ttiles en la construccién
de la funcional completa.

Propiedad simétrica : Si W es una matriz
simétrica de dimensién n x n entonces U(—7) =
UT(r), para todo 7 > 0.

Prueba. Ver (Kharitonov 2003). m

Propiedad Dindmica : La matriz U(7) definida en
(5) satisface la ecuacién diferencial

0

U' (1) = U(r) Ag+U (r—h) Ay + /

-7

para 7 € [0, H].
Prueba. Diferenciando (5) con respecto a 7, se
tiene que

o OK(t+7)

T(t
/ K o ——=dt.

ISBN: 970-32-2137-8

U(t+0)Q(0+7)df,
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Entonces, considerando que
OK(t+7) OK(t+T)
or N o 7

y de (4), se obtiene la ecuacién

/

(6)

La propiedad dindmica de la matriz U(7) implica
que dicha matriz pertenece al conjunto de soluciones
del sistema (1). Para obtener condiciones adicionales
para U(7) se prueba la siguiente propiedad.

Propiedad Algebraica La matriz U(7) es tal que
ATU0) + ATUT (—h)

+/0 QT+ 1)U (0)do
+U(0)Ag + U(—h)A;

0
g
—h
Prueba. Derivando la expresiéon KT (t)W K (t)
y sustituyendo (4), conduce a

& KT W)
= [K()Ao+ K(t —h)A; +
T
’ K(t+60)Q(0+ T)d@} x WK (t)

W =

U(0)Q(6 + 7)do.

-7

+KT()W [K(t)Ag + K(t — h)A;
+ ’ K(t+0)Q(0 + T)d@] :

—T

Integrando ambos miembros de ésta ecuacién de
0 to oo,

~KT(0)WK(0)
= A{/OOKT(t)WK(t)dt
0

+AT /0 b KT (t — h)WK(t)dt

+ A - OT QT (O + 1)K (t + )W K (t)dodt
+ /0 b KT (WK (t)dtAy

+ /0 h KT(WK(t — h)dtA,

0o 0
+/ K"
0 -7

OWK (t + 0)Q(0 + 7)dod.

U' (1) = U(r) Ag+U (7—h) A+ /_ i U (t+6)Q(0-+7)do.
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Observe que dado que el sistema es estable, en-
tonces lim KT (t)W K (t) = 0. Como K(0) = I,
t—oo

sigue de (5) que

W = ATU(0) + ATUT (—h)

+ %, QT(0 +T)UT(8)dd

+U(0)Ag + U(=h) Ay + [°, U0)Q(8 + 7)do,

(7)

3. Construcciéon de Funcionales
Completas.

Se busca una funcional de Lyapunov-Krasovskii com-
pleta v(x;) tal que

dv

|<1> —w(zy),
donde la funcional w(z;) es de la forma

=27 (1) {W - W1
h)Wlx(t —h)+ [° W
Tt + 0)Wax(t + 0)do,

hW2 — TW3} ( )
T(t + 0)Waa(t + 6)do

w(wt)
+x (

+ 2,
(®)

y donde las matrices Wi, Wy, y W3 son matrices
dadas y definidas positivas. Sea ¢(6) una funcién ini-
cial continua sobre [—H, 0] . Debido a que el sistema
(1) es estable, el Teorema de Lyapunov Krasovskii
para estabilidad garantiza la existencia de la fun-
cional v(z:(p)). Ademds ésta se puede escribir como

oo = [l

Observe que la integral converge y estd bien definida.
Por simplicidad, se construye la funcional completa
como la suma de dos funcionales

v(xs) = vo(z4) + v(m4),

donde vg(z;) corresponde al término = (t)Wx(t) y
v(zy) a los términos restantes. Iniciando con el tér-
mino vg(z¢), éste puede obtenerse considerando

d

T —wo(x¢, W).

vo(z1) =

Ahora, integrando de 0 a oo,

vo () /000 wo(z¢, W)dt

N /0°° o (t ) Walt, p)dt.  (9)
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Reemplazando la solucién (3) en (9), se obtiene
vo(z¢, W) de la forma

vo(m, Wo) =
z” (t)Uo (0)z(t)
0
+227(t) / Uo(=h — Q) Arz(t + ¢)d¢
—h

0 0
T T B .
+2/_T/9 2Tt + QT (0 + 7)Us (C — 0)dCdba(t)

0 0
+ / / 2Tt 4 CATUN (G — Co) Ara(t + Co)dCadC,y
h

+2/ /_T/ Tt +¢)QT 0+ 1) x

Uo(Cy — 0 — h — (o) Ara(t + (y)d(¢,dbd(,

/—-,—/91/_T/92 (t+¢)QT (01 +7)

Uo(Cy — 01 — (o 4+ 02)Q(02 + 7) x
z(t + C)dCodO2d(, db.

En la expresion para vo(z:, W) la matriz Uy(7) se
define como

Up(T) = /OOO KT(OWK(t + 7)dt.

Note que para el cédlculo de vo(x¢, W) es necesario
conocer la funcién matricial Uy(7) para 7 € [0, H].
Ahora analizamos el componente de v(z;) correspon-
diente a los demds términos de (8). Para esto, con-
sidere el siguiente lema.

Lema 5 Considere la matrices Wi,Wa, y Wjs
definidas positivas y se construye la funcional v(xy)
de la forma

v(z) = /Oth

0
+/ (74 0) T (t + 0)Wsz(t + 0)db, (10)

(t+0) W1 + (h+ 0)Ws] x(t + 0)do

entonces

d%(xt)
dt

= 2T (@){Wy + hWs + W3} z(t)
T( )Wlx(t—h)
0

/ Tt + 0)Waa(t + 0)do
o

Tt + 0)Wsa(t + 6)do,
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Prueba. En (10) defina el cambio de variables £ =
t + 6 en ambas integrales, se obtiene que

v(zy) =

/t () Wi+ (€~ OWal ()

L /t_ (r+€—t) 2T (E)Waz(€)de,

diferenciando con respecto a t mediante la regla de
Leibnitz, conduce a la expresion

dv(z+)
dt

o () {Wy + hWy + 7W3} 2(2)
—z(t — h)Wiz(t — h)

[
[

2T (t + 0)Wax(t + 0)do

(t+ 0)Wax(t + 6)do

Ahora, sumando vo(z;, W) y v(z;) y calculando la
derivada con respecto al tiempo se obtiene

i (volee W) + B(an(e))) =
—aT () {W — Wy — hWy — TWs} a(t)
—2(t — h)Wha(t — h)

0
_/ o7
~h
0
,/ o7
—T

Si W se define como

(t + 0)Waz(t + 0)do

(t + 0)Wsa(t + 0)do.

W =—-Wy+ Wi +hWy +17Wj3, (11)

se obtiene

4 (rvom,vv) +3(i(9)) =

() Wox(t) — (t — hYWha(t — h)
- ffh 2T (t + 0)Waz(t + 0)do
- fET 2T (t + 0)Waz(t + 0)db.

Es decir, la derivada de la funcional tiene la forma
dada en (8). Finalmente, se tiene que v(z:(¢)) es de
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la forma
v(ze) = 2T ()U(0)x(2)

+227(t) /0 U(—h — ) Ayz(t + ¢)d¢
—h

0 0
+2/_ / T (t 4+ OQT (0 4+ T)U(C — 0)d¢dox(t)

T(t+¢)ATU(C

LI
+2/ /_T/ (t+¢)QT(0+7) x
U(¢

1 —0—h—()Aix(t + (y)dC,dodC,

/—7/91/—T/92 z(t+¢,)Q" (61 + 7) X

U(¢y — 61—
0
+/ zT
—h

+/0T(T+0)xT

donde U(7) es

(t+0) Wi+ (h+ 0)Ws] x(t + 0)do

(t+ 0)Wsa(t + 0)df.

o0
:/ K'OWK(t+71)dr, 7>0.
0
con W definida en (11). Esta funcional permite es-
tablecer nuestro resultado principal el cual se enuncia
a continuacién.

Teorema 6 Suponga que el sistema (1) es estable.
Dadas las matrices de dimensidn nxn definidas pos-
itivas Wy, Wy, Wa, W3, la funcional (12) satisface la
condicion

—u(z = —w(wy).

V(@) (1) (2)
Prueba. El resultado puede verificarse mediante cal-
culos directos. m

Remark 1 La matriz W es susceptible de cambiarse
sin modificar la funcidn matricial U(T), en efecto,
las matrices Wy, Wy, Wy, W3 pueden cambiarse sin
alterar la suma total W.

4. Cotas para la funcional com-
pleta.

El Teorema de Lyapunov-Krasovskii para estabilidad
establece como una de las condiciones para la exis-
tencia de la funcional, que esta debe admitir una cota
cuadrética superior e inferior. El siguiente Teorema
establece que la funcional (12) encontrada, posee las
menciondas cotas cuadraticas inferior y superior.

— (o) A1z (t + (3)d¢odC,y

Co +02)Q(02 + )z (t + (5)dC,d02dC, db,
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Teorema 7 Para algunas constantes a; > 0 y ag >
0, la funcional (12) admite las cotas cuadrdticas de
la forma

ar z@)|]° < v(a) < as |-

Prueba. Para la cota cuadratica inferior, se define
la funcional

0@ (2) = v(zy) — o J2(t)]|? .

Entonces

Sole)(z,) = o) ()
= —a"(HWa(t) + ()(W1+hW2+TW3) (1)
T( h)W1 ( h)

0

L
[
—2027 (t) [Aoz(t) + Arz(t — h)+

’ QO+ 7)x(t+ 0)do

—T

T(t + 6)Waz(t + 6)d6

(t+ 0)Waz(t + 0)do

donde W est4 definida en (11), por lo tanto

ol (@) =

—zT () {Wo + a1 1, } z(t)
—aT(t — h)Wiz(t — h)

0
_/ o7
—h

- /0 T (t + 0)Wax(t + 0)do

—T

(t+ 0)Wiz(t + 0)do

—2azx” (t)Apx(t) — 2z () Arz(t — h)
' QO+ 71)x(t+0)do

—T

—2ax”(t)

Por lo que, se sigue que

a(t)
x(t — h)

[ Wo + a1<;410A+T AL+ 1,) avlél } { a;(f(_t)h) }

w(al)(xhsp) = X

+ f“h T(t + 0)Waz(t + 0)do
f T (t + 0)Wax(t + 0)do
+2a127T () f_T QO+ 7)x(t+ 6)do.
(13)
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Es posible acotar (13), obteniendo

x(t

w®) (z(p) < [ ot ,)h) rN““) [ x(f(f)h) ]

0
—I-/ zT
—h

+/O T (t + 0)Waz(t + 0)do

+aq /

(t+ 0)Wox(t + 0)do

Tt+0)Q" (0 + 1) x

0+ 7)z(t + 0)do.
donde
N . W0+a1(A0+Ag+(m+T)In) a1 Ay
(1) = OélA{ W1

Empleando el hecho que los componentes de la ma-
triz Q(6) son funciones continuas y acotadas para
0 € [, O] se tiene que HQT 0—|—7’)Q(9—|—T)H <
QT (0)Q(9)]|,, < g, por lo tanto

wl®(z,) < { x(f(—t)h) }TN(M) { x(f(_t)h) }
+/0th
o]

De nuestra suposicién que las matrices Wy, W1, y
W3 son definidas positivas, se tiene que para una
contante a; > 0, lo suficientemente pequena, N(q,)
and (W3 + a1¢l) son definidas positivas. La matriz
Wy es también definida positiva, por lo tanto

(t+ 0)Wax(t + 6)do

w(al)(xt) >0, para todo t > 0.

En esta forma, concluimos que

vl (2y) = / w®) (z4(p))dt > 0,
0

por lo que ,
o [|lz()|]” < v(z(e)).

Con respecto a la cota superior para la funcional
completa (12), considérese que v = max ||U(7)|, T €
[0, H], a1 = [|Ax], w = max {[[Wal], [Wal, [Ws] } ¥
q=1|Q(0)| g, vy considere la mayorizacién de (12)

2 (U (0)a(t) < v |lz(®)]®

(1) 2, U(=h = QAra(t + Q)d¢ <
var %, {la@®I + ot + OII° } dc

(t+0) (W3 + a1qly,) z(t + 6)db.
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2 [ [ 2T (t+ QT (0 + r)U(C — 0)dCdx(t) <
av [, 03 { et + QI + |lw(0)|* } dcas

f fh (t+¢)ATU(C -
2ot 10 S0 e+ COIP + llat + G 1P dCadc,

2% J2, 5 T+ CQT(O +7)x

U(Cy = 6= h — (o) Ava(t + ()G, d0dCy <
avar [, 10 Jy {IleT @+ oI +llate + I}
¢, d9dc,

12 Jo, f_ Jon

(t+¢)QT (01 + 7)x

(C21 — Co +02)Q(02 + )z (t + (3)dCd02dC b,
S%ﬁiﬂiﬁ“w+mWHmH@W}

dC,dO2dC,df,

IO 2T (t +0) [Wi + (h+ 0)Wa] a(t + 0)df <
0 10, {llwte+ O + lla(t +0)|* | a0

I+ 0) 2T (t+ 0)Waa(t + 0)do <
7 0 e+ ) + lla(t + 0)]* } a6

Finalmente considerando que ||z(¢)|| < ||z, ¥
efectuando algunas operaciones se obtiene

v(ze) < a |z
donde as estd dada por

v+ 12qu 4 2vha; + uhQa% + qurlarh +

q21/ 4

Qg =

+ +wh (1 + h) +wr?.

5. Conclusiones

Se extendid a sistemas con retardos distribuidos el re-
sultado propuesto en (Kharitonov 2003). También se
probé que esta funcional admite las cotas cuadrati-
cas inferior y superior estdndares. Cabe observar
que para lograr la construccién explicita de las fun-
cionales de la forma (12), es necesario conocer la ma-
triz U(7), 7 € [0, H]. Si bien existen algunos resul-
tados para el disenio de ésta matriz para el caso
de retardos conmensurables (Garcia Lozano 2002),
el problema para el caso de retardos distribuidos es
abierto. Dicha construccién, es una de las lineas de
investigaciéon que actualmente cultivamos.
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